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顺从群作用的测度中心与极小吸引中心

王丽娟，周云华
（重庆大学数学与统计学院，重庆４０１３３１）

摘　要：研究顺从群作用的动力系统的测度中心和极小吸引中心。具体地，首先给出了顺从群作用的动力系统的测度
中心和极小吸引中心的定义，然后证明了主要结论：一个非空集合的测度中心与极小吸引中心相同。此结果是周作领

所得结论在顺从群作用系统中的推广。
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　　设Ｇ是一个可数离散无限群，记Ｆ（Ｇ）是Ｇ的有
限子集全体构成集合。称Ｇ是顺从的，若对任意δ＞

０及Ｋ∈Ｆ（Ｇ），存在Ｆ∈Ｆ（Ｇ）使得｜ＦΔＫＦ｜｜Ｆ｜ ＜δ，

其中｜·｜为计数测度，ＫＦ＝｛ｋｆ：ｋ∈Ｋ，ｆ∈Ｆ｝。特别
地，整数群瓕是顺从群。关于顺从群的更多性质，可
以参考文 ［１］。

设Ｘ为一个度量空间，称群Ｇ作用在Ｘ上成为一
个动力系统 （简称Ｇ－系统（Ｘ，Ｇ）），如果存在连续
映射Γ：Ｇ×Ｘ→Ｘ，（ｇ，ｘ） ｇｘ满足

（ｉ）Γ（ｅＧ，ｘ）＝ｘ，ｘ∈Ｘ；这里ｅＧ是Ｇ的单位
元；

（ｉｉ）Γ（ｇ１，Γ（ｇ２，ｘ））＝Γ（ｇ１ｇ２，ｘ），ｇ１，ｇ２∈Ｇ，
ｘ∈Ｘ。

本文以下总假定Ｘ是带有距离ｄ的紧度量空间，
Ｇ是可数离散顺从群并作用在Ｘ上形成一个动力系

统。关于顺从群作用动力系统的更多内容，可以参考

文 ［２－４］等。

１　预备知识及主要结果
首先回顾一下Ｆ（Ｇ）上实函数的一个极限定义。
给定Ｆ∈Ｆ（Ｇ），δ＞０，如果Ｅ∈Ｆ（Ｇ）满足｜

｛ｓ∈Ｅ：ＦｓＥ｝｜＞１－δ｜Ｅ｜，则称Ｅ是（Ｆ，δ）－不
变的［１，５］。给定函数φ：Ｆ（Ｇ）→Ｒ，若存在Ｌ∈Ｒ满
足ε＞０，Ｆ０∈Ｆ（Ｇ），δ＞０使得对任意（Ｆ０，δ）
－不变的Ｆ，有｜φ（Ｆ）－Ｌ｜＜ε，则记

ｌｉｍ
Ｆ
φ（Ｆ）＝Ｌ

下面我们再回顾Ｆ（Ｇ）上实函数上下极限的定义。
对Ｆ１，Ｆ２∈Ｆ（Ｇ）及δ１，δ２＞０，若Ｆ１Ｆ２且δ１

≤δ２，则记（Ｆ１，δ１）（Ｆ２，δ２）。令Λ＝｛（Ｆ，δ）：Ｆ∈
Ｆ（Ｇ），δ＞０｝，则（Λ，）是一个方向集。
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令

Ｊ（Ｆ，δ）＝｛Ｅ∈Ｆ（Ｇ）：Ｅ是（Ｆ，δ）－不变的｝
易知当 （Ｆ１，δ１） （Ｆ２，δ２）时有 Ｊ（Ｆ１，δ１）

Ｊ（Ｆ２，δ２）。
给定函数φ：Ｆ（Ｇ）→Ｒ，定义
ｌｉｍｓｕｐ

Ｆ
φ（Ｆ）＝ ｉｎｆ

（Ｆ，δ）∈Λ
ｓｕｐ

Ｅ∈Ｊ（Ｆ，δ）
｛φ（Ｅ）｝

及

ｌｉｍｉｎｆ
Ｆ
φ（Ｆ）＝ ｓｕｐ

（Ｆ，δ）∈Λ
ｉｎｆ

Ｅ∈Ｊ（Ｆ，δ）
｛φ（Ｅ）｝

容易看出，

ｌｉｍ
Ｆ
φ（Ｆ）＝Ｌｌｉｍｓｕｐ

Ｆ
φ（Ｆ）＝ｌｉｍｉｎｆ

Ｆ
φ（Ｆ）＝Ｌ

　　在给出Ｇ－系统的测度中心和极小吸引中心的定
义之前，先作一些记号的约定。

Ｂ（Ｘ）表示Ｘ上的Ｂｏｒｅｌσ－代数。
Ｍ（Ｘ）表示Ｘ上所有概率测度的集合。
Ｍ（Ｘ，Ｇ）表示Ｘ上所有Ｇ－不变概率测度的集

合。即Ｍ（Ｘ，Ｇ）＝｛μ∈Ｍ（Ｘ）：μ（ｇ－１Ｂ）＝μ（Ｂ），
Ｂ∈Ｂ（Ｘ），ｇ∈Ｇ｝。

Ｍ ｅ（Ｘ，Ｇ）表示Ｘ上所有Ｇ－不变的遍历测度的
集合。这里μ∈Ｍ（Ｘ，Ｇ）称为遍历的［６－７］，如果对任

意Ｂ∈Ｂ（Ｘ）有μ（∪
ｇ∈Ｇ
ｇＢ）＝０或１。

众所周知，Ｍ（Ｘ）在弱拓扑下是可度量紧凸空
间，Ｍ（Ｘ，Ｇ）是Ｍ（Ｘ）的紧致凸子集。

定义１　设Ａ∈Ｂ（Ｘ），χＡ为Ａ的特征函数，ｘ∈

Ｘ。设φ：Ｆ（Ｇ）→Ｒ，Ｆ １
｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＡ（ｇｘ），则若ｌｉｍＦ

φ（Ｆ）存在，记为Ｐｘ（Ａ），称为ｘ进入Ａ的概率；否
则，分别记Ｐｘ（Ａ）＝ｌｉｍｓｕｐＦ

φ（Ｆ），Ｐｘ（Ａ）＝ｌｉｍｉｎｆＦ

φ（Ｆ）为ｘ进入Ａ的上概率和下概率。
定义２　设Ｘ０Ｘ非空，子集合ＡＸ称为Ｘ０

的吸引中心，如果

（ｉ）Ａ＝Ａ；
（ｉｉ）ｇＡ＝Ａ，ｇ∈Ｇ；
（ｉｉｉ）Ｐｘ（ｖ（Ａ，ε））＝１，ε＞０，ｘ∈Ｘ０，这里

Ｖ（Ａ，ε）＝｛ｘ∈Ｘ：ｄ（ｘ，Ａ）＜ε｝。
Ａ称为Ｘ０的极小吸引中心，如果Ａ是Ｘ０的吸引

中心，但无Ａ的真子集也是Ｘ０的吸引中心。Ｘ０的极小
吸引中心记为ＣＸ０。当Ｘ０＝｛ｘ｝（ｘ∈Ｘ）时，记ＣＸ０＝
Ｃｘ，称作ｘ的极小吸引中心；当Ｘ０ ＝Ｘ时，记ＣＸ０ ＝
Ｃ（Ｇ），称作Ｇ的极小吸引中心。

设ｘ∈ Ｘ，δｘ表示在 ｘ处的点测度。记 Ｍ ｘ为

｛
１
｜Ｆ｜∑ｇ∈Ｆδｇｘ：Ｆ∈Ｆ（Ｇ）｝在Ｍ（Ｘ，Ｇ）中的全体极限
点的集合。令 Ｍ Ｘ０ ＝ ∪ｘ∈Ｘ０

Ｍ ｘ，则 Ｍ ｘ，Ｍ Ｘ０ 

Ｍ（Ｘ，Ｇ）。

定义３　Ｘ０Ｘ非空，子集合ＡＸ称为Ｘ０相
对于Ｍ Ｘ０的测度中心，如果

（ｉｖ）Ａ＝Ａ；
（ｖ）ｇＡ＝Ａ，ｇ∈Ｇ；
（ｖｉ）μ（Ａ）＝１，μ∈Ｍ Ｘ０；

（ｖｉｉ）无Ａ的真子集满足以上三个条件。
Ｘ０相对于Ｍ Ｘ０的测度中心记为ＭＸ０。当Ｘ０ ＝Ｘ

时，记ＭＸ０ ＝Ｍ（Ｇ），称作Ｇ的测度中心。
周作领在文献 ［８］中给出了紧可度量空间上连

续自映射的极小吸引中心的定义，并证明了极小吸引

中心与测度中心相等。本文将这一结果推广到顺从群

作用的动力系统中。

定理１　设（Ｘ，Ｇ）为可数无限顺从群Ｇ作用在紧
度量空间Ｘ上的一Ｇ－系统，Ｘ０为Ｘ的一个非空子
集，则ＭＸ０ ＝ＣＸ０。特别地，Ｃ（Ｇ）＝Ｍ（Ｇ）。

２　主要结果的证明
下面的引理可见文 ［６］推论６１２或 ［９］定理

６４后面的注记。
引理１　设Ａ和Ｂ分别为Ｘ的开子集和闭子集，

又设μ，μｎ∈Ｍ（Ｘ），ｎ＝１，２，…，且μｎ按弱拓扑收
敛于μ，则ｌｉｍｉｎｆ

ｎ→∞
μｎ（Ａ）≥μ（Ａ）；ｌｉｍｓｕｐｎ→∞

μｎ（Ｂ）≤

μ（Ｂ）。
引理 ２　设 Ａ∈ Ｂ（Ｘ），ｘ∈ Ｘ，则 Ｐｘ（Ａ）＋

Ｐｘ（Ｘ＼Ａ）≤１；Ｐｘ（Ａ）＋Ｐｘ（Ｘ＼Ａ）＝１。
证明　作Ｆ（Ｇ）上的实函数φ和ψ为φ（Ｆ）＝

１
｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＡ（ｇｘ）及ψ（Ｆ）＝

１
｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＸ＼Ａ（ｇｘ）。由定义

得

Ｐｘ（Ａ）＝ｌｉｍｉｎｆＦ
　φ（Ｆ）＝ｌｉｍｉｎｆ

Ｆ
　１｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＡ（ｇｘ）；

Ｐｘ（Ｘ＼Ａ）＝ｌｉｍｓｕｐＦ
　ψ（Ｆ）＝ｌｉｍｓｕｐ

Ｆ
　１｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＸ＼Ａ（ｇｘ）

由于

１
｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＡ（ｇｘ）＋

１
｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＸ＼Ａ（ｇｘ）＝１，

Ｆ∈Ｆ（Ｇ）
故

Ｐｘ（Ａ）＋Ｐｘ（Ｘ＼Ａ）＝１
又 由 Ｐｘ（Ｘ＼Ａ） ≤ Ｐｘ（Ｘ＼Ａ） 可 知 Ｐｘ（Ａ） ＋
Ｐｘ（Ｘ＼Ａ）≤Ｐｘ（Ａ）＋Ｐｘ（Ｘ＼Ａ）＝１。

引理２证毕。
给定μ∈Ｍ（Ｘ），μ的支撑Ｓμ定义为
Ｓμ ＝｛ｘ∈Ｘ：μ（Ｖ（ｘ，ε））＞０，ε＞０｝

　　引理３　设Ｘ０Ｘ非空，则ＭＸ０ ＝ ∪
μ∈Ｍ Ｘ０

Ｓμ。

３５
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引理３的证明可由文 ［８］引理３的证明直接
修改得到，故略去其过程。

定理 １的证明　沿用文 ［８］定理证明的思
路。先证ＭＸ０是Ｘ０的吸引中心，即ＣＸ０ＭＸ０若不
然，存在ε＞０以及ｘ∈Ｘ０使得Ｐｘ（Ｖ（ＭＸ０，ε））＜
１，即

ｌｉｍｉｎｆ
Ｆ

１
｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＶ（Ｍ Ｘ０，ε）（ｇｘ）＜１

　　因此，存在｛Ｆｎ｝Ｆ（Ｇ）满足

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈ＦｎχＶ（ＭＸ０，ε）

（ｇｘ）＜１

不妨设 （必要时取子序列）
１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈Ｆｎδｇｘ

弱收敛

到μ∈Ｍ ｘ。则由引理１和引理２可知，
μ（Ｘ－Ｖ（ＭＸ０，ε））≥

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈Ｆｎδｇｘ

（Ｘ－Ｖ（ＭＸ０，ε））＝

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈ＦｎχＸ－Ｖ（ＭＸ０，ε）

（ｇｘ）＝

１－ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈ＦｎχＶ（ＭＸ０，ε）

（ｇｘ）＞０

与μ（ＭＸ０）＝１矛盾。
下证ＣＸ０ＭＸ０。
若不然，ＭＸ０－ＣＸ０是ＭＸ０的非空子集。取ｙ∈

ＭＸ０－ＣＸ０，则由ｙＣＸ０且ＣＸ０闭可知，δ＞０使得

Ｖ（ｙ，δ）∩Ｖ（ＣＸ０，δ）＝。又由ｙ∈ＭＸ０ ＝ ∪
μ∈Ｍ Ｘ０

Ｓμ

（引理３）可知，μ∈ Ｍ Ｘ０使得 Ｓμ∩ Ｖ（ｙ，δ）≠
。因此由支撑的性质知μ（Ｖ（ｙ，δ））＞０。

因为 μ∈ Ｍ Ｘ０ ＝ ∪ｘ∈Ｘ０
Ｍ ｘ，故存在 ｘ∈ Ｘ０和

｛Ｆｎ｝Ｆ（Ｇ）使得μｎ：＝
１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈Ｆｎδｇｘ

弱收敛到

μ。再由引理１和引理２可知，

Ｐｘ（Ｖ（ＣＸ０，δ））＝ｌｉｍｉｎｆＦ

１
｜Ｆ｜∑ｇ∈ＦχＶ（ＣＸ０，δ）（ｇｘ）≤

ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈ＦｎχＶ（ＣＸ０，δ）

（ｇｘ）≤

１－ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈ＦｎχＸ－Ｖ（ＣＸ０，δ）

（ｇｘ）≤

１－ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈ＦｎχＶ（ｙ，δ）

（ｇｘ）＝

１－ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

１
｜Ｆｎ｜∑ｇ∈Ｆｎδｇｘ

（Ｖ（ｙ，δ））≤

１－μ（Ｖ（ｙ，δ））＜１
这与ＣＸ０的定义矛盾。定理证毕。
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